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= ･(u-･V)uh -vp, (1)




ul -∇4･, divu)-△¢-0, inR3＼S. (3)
また,(1)と(3)からSVLよって区切られた二つの各額域でそれぞれBernouliの定理が成立し
ている.



























































































































































Z(Il,i) - Il十S(r,i), (Sは摂動関数)
S(Il+7T,i) - S(F,i), (Sの周期性)
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を得る.仮定よりSは奇関数なので,この二式は同値な方程式である.したがって,y-irと
変数変換して,I(y)-S+(r)ととれば,




















この時′ 初期条件¢(y,o)- 4,iとV,(y,0)- V,iに対する,(17)と(18)の解は0≦ i≦
･min(2p,e-1)で存在する･さらに,4,(･,i),早(･,i)∈Ap(i)∫(p(i)-p-fS~1封)であって,
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Mooreは,この方程式系から係数に関する次の漸近形を得た.















































































lxn(i)F ～ Cxn~PE(1+Dxn-1)exp(-nαx), (26)
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図 13:♂-0.05,0.075,0.1の時の複素時間特異点の分布の様子･
■ l l ■























芸 -xp, 雷 -xp･ (34)
ただし,各変数の初期条件は,それぞれX(r,0)ニーsin27Tr,Y(r,0)- -10S27Tr,P(Il,0)-
0.0,Q(r,0)-1.0となっている.この二つの方程式からY-Qは時間によらない変数である
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(a)vortexsheet(delta=0.3)(b)Modelspiral(delta=0･6)


















































































































R2,回 <S)でBsに入っており,かつ回 < SでL2(R2十io･)に入っている関数空間Bs′であ
り,そのノルムを次のように定義する.
ⅢuHJs-l回Js+=ulIL2.
この時,次が成立つ,
Theorem 6Bs′に入っている初期値に対して′Bs′の中に回<α(so-S)で三次元BirkhoR-
Rott方程式 rKanedaの方程式)の解析的な解が存在する.
次に時間大域的な解の存在であるが,三次元渦層は二次元渦層を含んでいるために解に有限
時間で特異点が発生することは明らかである.しかし,三次元渦層では空間次元が一つ増えて
いるので,特異点が生成するといっても,二次元渦層のように一点で出現するのか,あるいは特
異線となって出現するのかは明らかでない.また,二次元渦層とは異なる特異点生成の可能性
も排除できない.これらの問題に答えを与えるのが三次元渦層に現れる特異性に関する研究の
目的である.
最初にその甲題に取り組んだのはIshiharaとKanedat31,32】である･彼らMooreの漸近
解析を三次元Birkho庁-Rott方程式に応用して,流れ方向だけでなく流れに垂直な方向にも二
次元の場合に見られたような曲率特異性が発生しうることを指摘した.それから,Bradyと
Pul叫8】はある特殊な対称性を持つ三次元渦層に現れる特異性についてMooreの漸近解析を用
いて議論し,それが二次元の渦層と同様の曲率爆発であることを示している･また,Nitschel57]
は軸対称渦層を考えて数値計算から特異性の研究している.最近では,Houら【29】が三次元渦
層方程式に現れる特異積分の特異成分の主要項をうまく抜き出し,それを元にモデルを作って
数値計算することにより,三次元渦層に現れる特異点を調べている.このモデルの計算によれ
ば,三次元渦層の特異点は二次元の流れ方向にまず特異点が孤立点として発生し,その特異点
は二次元で観察された曲率特異性であることが示唆されている.
これらの特異点に関する結果はすべて二次元で発生した曲率爆発の発生が支配的であるこ
とを指摘している.その一方で,この二次元特異点とは異なる特異性の特徴付けについても調
べられている.筆者は,ある円柱形をした三次元渦層に軸対称性を仮定した問題を考え,そこ
に起こる特異性を数値的に研究した[69】.この場合,対称性により二次元的な流れ方向の特異
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点は生成しないので,この対象に特異性が現れれば,それは二次元と異なる特異性を捉えてい
ることになる.その結果,流れに垂直な方向,すなわち渦線に沿った渦層の強さの一階微分が
カスプになるという特異点生成を数値的に検出することができた.この特異性は次元渦層の特
異点が渦層の強さがカスプになるという性質と比べれば弱い特異性であるが,二次元の場合と
は異なる特異性の出現を表していることになる.今後は,この新しい弱い特異性と二次元特異
性のどちらが早く出現するかなどを調べる必要があるが,そのためには二次元渦層の場合以上
に高速 ･高精度な数値計算方法の開発が必要になる｡
また,応用の観点から三次元渦層の渦法による数値計算も行われている.Ca且ischら【17】は
軸対称な円筒渦層の数値計算を行い,マッシュルーム様の渦層の巻き上がりを観測している.
また,著者は彼らの結果を三次元に拡張して,次のような円柱座標系における定常速度場を考
えた.
ul(r,0,I,-〈ほ Z,i :;芸
なお,rlとr2は回転方向の速さを表すパラメータである.この時,速度場は半径Rの円の内
側と外側でβ方向に不連続になっているので三次元円柱渦層が存在するが,我々はこの定常渦
層に微少な摂動を加えて数値計算を行った.詳しいことは論文 【68]を参照してもらうことに
して,その数値解を図18に示す.なおこの計算では内側の強さがr1--2.5外側の強さが
r2-0.5である.これによると,単純な円筒渦層は最初縦方向に巻き上がり,さらにその後回
転方向に巻き上がる.このように二段階にわたって渦層は巻き上がり,最終的に複雑な形状に
発展していく.
三次元渦層の数値計算の例として,他にはLindsayとKrasny[461が渦法に対する高速数値
計算アルゴリズムの応用として三次元円板状渦層の巻き上がりの数値計算を行っている.この
ようにいくつかの数値例が知られているものの,三次元渦層の数値計算には極めて計算機資源
を必要とするために,長時間の発展を追跡することは現在でも簡単ではない.実際に図18の数
値結果を得るためには,高速な数値計算アルゴリズムと8CPUの並列計算機を併用しても半
月以上の計算時間がかかっている.なお,これは2000年当時のデータなので,現在ではもう少
し早く計算できると思われるが,これよりさらに長時間の時間発展を追うためには数値解の近
似の精度を一層あげる必要があり,そうなればより高連な計算機が必要となり,結局のところ
計算機の性能が数値計算の要求を十分満たすことはまだなさそうである.したがって,渦層の
現実流体への応用面から見れば三次元渦層の数値計算も,より早い計算機とより洗練された高
速数値計算法の開発などとともに,これからの重要なテーマである.
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図18:回転流中の円筒渦層の時間発展の様子.初期において円筒形をしていた渦層が不安定化
し,縦方向に三個所で巻き上がった(i-1.6)後,今度は回転方向に巻き上って(i-2.4),最終
的にマッシュルーム状 (i-2.6)になる.このように三次元渦層の場合には二段階の巻き上が
りが起こる.
ー 38 -
渦層の時間発展と特異点 ～それでも渦層は巻き上がる?-
の上で日本学術振興会 科学技術研究費若手研究 (B)(課題番号14740069)の援助を受けている.
参考文献
l]M.Abid,A.Verga,"Stabilityofavortexsheetrol-up",Phys･ofFluids14(ll)pp.
3829-3834(2002)･
[2]R･C･Alexander,"Familyofsimilarityflowswithvortexsheets",Phys･Fluids14(2),
pp･23ト239(1971)･
【3]G･R･BakerandMJ.Sheley,"Ontheconnectionbetweenthinvortexlayersandvortex
sheets",∫.FluidMedLγol.215,161-194(1990).
[4]A.Betz,"Verhaltenvorwirbelsystemen",ZAMM 12,pp･164-174(1932)･
[5]G･BirkhofandJ･Fisher,"Dovortexsheetrolup?",Rend･Circ･Mat･Palermo8,
pp･77｣90(1959).
[6]G.Birkhof,"HelmholtzandTaylorinstability",Proc･Sym p･Appl･Math･12,pp･5576
(1962).
[7]C･B6gers,"OnthenumericalsolutionoftheregularizedBirkhof-Rottequations",
Math.Comp.53,pp.14ト156(1989).
[8]M.BradyandD.Ⅰ.Pulin,"Onsingularityfbmationinthree-dimensionalvortexsheet
evolution",Phys.Fluidsll,pp.3198-3200(1999).
[91R.E.Caflischand0.F.Orelana,"Longtimeexistenceforaslightlyperturbedvortex
sheet",Commun.PureAppl.Math.39,pp.807-838(1986)･
[10]R.E.Caaischand0.F.Orelana,"Singularsolutionsandil-posednessfortheevolution
ofvortexsheets",SIAM∫.Math.Anal.20,pp.293-307(1989).
[11】R･E･CanischandI.Lowengrub,"Convergenceofthevortexmethodforvortexsheets",
SIAM ∫.Numer.Anal.26,pp･1060-1080(1989)･
[121R.E･Caflisch,0･F.OrelanaandM･Siegel,"Alocalizedapproximationmethodfor
vorticalBows",SIAMI.Appl.Math.50,pp.1517-1532(1990).
[13]R･E.CaflischandS.Semmes,"Anonlinearapproximationforvortexsheetevolution
andsingularityfわrmation",PhysicaD41,pp.197-207(1990).
[14]R.E.Caflisch,"Analysisfortheevolutionofvortexsheets",LecturesinAppLMath･
28,pp.67-83(1991).
- 39-
坂上 貴之
[15]R･E･CaflischandX･Li,"Lagrangiantheoryfor3Dvortexsheetswithaxialorhelical
symmetry",TransportTheoryStaも.Phys.21,pp.559-578(1992).
[16】R.E.Caflisch,N.Ercolani,T･Y･HouandY.Landis,"Multi-valuedsolutionsandbranch
pointsingularitiesfわrnonlinearhyperbolicorelipticsystems",Commun.PureAppl.
Math.46,ppA53-499(1993)･
[17】R･E･Caflisch,X.LiandM･J･Sheley,"Thecolapseofanaxi-sym etric,Swirlingvortex
sheet",Nonlinearity6,pp･843-867(1993).
[18]R･E･Caflisch,T.Y･HouandJ･Lowengrub,"Almostoptimalconvergenceofthepoint
vortexmethodforvortexsheetsusingnumericalfiltering",Math.Comp.228,pp.1465-
1496(1999).
[19]A･J･ChorinandP.S.Bernard,"Discretizationofavortexsheetwithanexampleof
rolLup",∫.Comput.Phys･13,pp･423-429(1973).
[20]S･J･Cowley,G.R.BakerandS･Tanveer,"OntheformationofMoorecurvaturesingu-
1aritiesinvortexsheets",J.FluidMech.378,pp.233-267(1999)･
【21日 ･Duchonand氏.Robert了 G`lobalvortexsheetsolutionsofEulerequationsinthe
plane",∫.D肝.Eq.73,pp.215-224(1988).
[22】D･G･Ebin,"IlトposednessoftheRayleigh-TaylorandHelmholtzProblemsforincom-
pressiblefluids",Com un･PartialDif.Eq.13(10),pp.1265-1295(1988).
【23日 .S.ElyandG.R.Baker,"High-precisioncalculationsofvortexsheetmotion",∫.Com-
put.Phys.111,pp.275-281(1993).
【241P･T･FinkandW.K.Sob,"Calculationofvortexsheetsinunsteady月-owandapplications
inshiphydrodynamics",Proc.lothSym p.onNavalHydrody.,U.S.0用.ceofNaval
Research,pp.463-489(1974).
[251P･R･FinkandW.K.Sob,"Anewapproachtorol-upcalculationsofvortexsheets",
Proc･Roy･Soc.LondonA362,pp･195-209(1978)･
【26】J･P･Guiraudand氏.Kh･Zeytounian,"Adouble-scaleinvestigationortheasymptotic
structureofroled-upvortexsheets",∫.FluidMech.79,pp.93-112(1977)･
【27】T･Y･Hou,J･S.LowengrubandM･J･Sheley,"Thelong-timemotionofvortexsheets
withsurfacetension",Phys･Fluids,9,pp.1933-1954(1997)･
[28]T･Y.Hou,I.LowengrubandR.Krasny,"Convergenceofapointvortexmethodfor
vortexsheets",SIAMI.Numer.Anal.28,pp･308-320(1991).
-40-
渦層の時間発展と特異点 ～それでも渦層は巻き上がる?-
[29]T･Y.Hou,G･HuandP.Zhang,"Singularityfomationinthree-dimensionalvortex
sheets",Phys･Fluids15,pp.147-172(2003･)
[30]M.IimaandT.Yanagita,"Isa2Dbutterflyabletoflybysym metricflapping?",J.
Phys.Soc.Jpn,70pp.5-8(2001).
[31]T.IshiharaandY.Kaneda,"Spontaneoussingularityformationintheshapeofvortex
sheetinthree-dimensionalflow",J･Phys.Soc･Japan63(2),pp･388-392(1994).
[32]T･IshiharaandY.Kaneda,"Singularityformationinthree-dimensionalmotionofa
vortexsheet",∫.FluidMech.300,pp･339-366(1995)･
[33]H･Kaden,"Aufwicklungeineswirbelsanderkanteeinerplatte",Ing.Arch.10,pp.411-
427(1931)･
[34]Y･Kaneda,"Afamilyofanalyticalsolutionsofthemotionsofdouble-branchedspiral
vortexsheets",Phys･FluidsA 1,pp･261-266(1989)･
[35]Y･Kaneda,"Arepresentationofthemotionofavortexsheetinathree-dimensional
flow",Phys･FluidsA 2,ppA58-460(1990).
[36]M.KiyaandM.Arie,"Helmholtzinstabilityofavortexsheetinuniformshearflow",
Phys･Fluids22(2),pp.378-379.
[37]R･Krasny,"Astudyofsingularityformationinavortexsheetbythepoint-vortex
approximation",J.FluidMech.167,pp.65-93(1986)･
[381R･Krasny,"DesingularizationofperiodicvortexsheetrolLup",J･Comput･Phys.65,
pp･292-313(1986).
[39]R･Krasny,"Computationofvortexsheetrol-upintheTreftzplane",I.FluidMech.
184,pp.123-155(1987).
[40】R･Krasny,"Avortex-dipolesheetmodelforawake",Phys.FluidsA1(2),pp.173-175
(1989).
【41]R･Krasny,"Vbrtexsheetcomputations:rolトup,wakes,Separation",LecturesinAppl.
Math･28,pp･385-402(1991)･
【42]氏.KrasnyandM.Nitsche,"Theonsetofchaosinvortexsheet且ow",∫.FluidMech,
454pp.47-64(2003)
[43]D･KtichemannandJ･Weber,"Vortexmotions",ZAMM45,ppA57-474(1965).
【44]P･D･Lax,"DevelopmentofsingularitiesofsolutionsofnonlinearHyperbolicPartial
Di鮎rentialequations",∫.Math･Phys.5,pp･61ト613(1964).
-41-
坂上 貴之
[45]R･Legendre,"Vortexsheetroling-upalongleadingedgesofDeltawings",Progressin
Aero.Sci.7,pp.7-33(1966)･
[46]K･LindsayandR･Krasny,"AParticlemethodandadaptivetreecodeforvortexsheet
motioninthree-dimensionalflow",J.Comput･Phys.172pp.879-907(2001).
[47日 ･LiuandZ･Xin,"Convergenceofvortexmethodsforweaksolutionstothe2-DRuler
equationwithvortexsheetdata",Colt-･PureAppl.Math･48,pp･611-628(1995).
【48】A.∫.Majda,"Remarksonweaksolutionsf♭rvortexsheetswithadistinguishedsign",
ⅠndianaUniv.Math.Journal42(3),pp.92ト939(1993).
[49]D･I.Meiron,G.R.BakerandS･A･Orszag,"Analyticstructureofvortexsheetdynamics.
Partl･Kelvin-Helmholtzinstability",J･FluidMech･114,pp･283-298(1982)･
[50]D･W･Moore,"Thediscretevortexapproximationofavortexsheet",AirforceOfnceof
ScientifcResearchreport,Cal°Inst.Tech.,pp･1069-1084(1971)･
[51】D･W･MooreandR･Gri阻th-Jones,"Thestabilityofanexpandingcircularvortex
sheet",Mathematika21,pp･128-133(1974)･
[52]D･W･Moore,"Theroling-upofasimi-inBnitevortexsheet",Proc･Roy･Soc･London
A345,pp.417-430(1975)･
[53]D･W･Moore,"Thespontaneousappearanceofasingularityintheshapeofanevolving
vortexsheet",Proc.R･Soc･LondonA 365,pp･105-119(1979)･
[54】D･W･Moore,"NumericalandanalyticalaspectsofHelmholtzinstability",Theoretical
andAppl.Mech.(ed.F.Ⅰ.NiordsonandN.01ho庁)IUTAM,pp.263-274(1985).
[55]T･Nishida,"AnoteonatheoremofNirenberg",J･Dif･Geom･12,pp･629-633(1977)･
[56]M･NitscheandR･Krasny,"Anumericalstudyofvortexringformationattheedgeof
acirculartube",J.FluidMech.276,pp.139-161(1994).
[57】M･Nitsche,"Singularitybrmationinacylindricalandasphericalvortexsheet",J･
Comput.Phys.173pp.208(2001).
[58】L･Prandtl,"UberdieebtstehungYonwirbelninderidealenfltissigkeitvortrageausden
gebietederhydro-undaerodynamik",(ed.YonKarmanandLeviCivita),Springer.
[59]P･I.Pulin,"Thelarge-scalestructureofunsteadyself-simlarroled-upvortexsheets",
J･FluidMech･88(3),pp･40ト430(1978)･
[60]PIPulinandWIR･C･Philips,"OnageneralizationofKaden'sproblem",J･Fluid
Mech･104,pp･45-53(1981)･
ー42-
渦層の時間発展と特異点 ～それでも渦層は巻き上がる?-
[61】P･Ⅰ･Pulin,"Onthesimilaritysolutionsfortheself-inducedmotionoftwo-branched
vortexsheets",inMath.AspectsVortexDyn.,ed.R.E.Caflisch,SIAM pp.97-106
(1989)･
[62】L Rosenhead,"Theformationofvorticesa:omasurfaceofdiscontinuity",Proc.Roy.
Soc･LondonA 134,pp.170-192(1931).
[63]J･W･RottmanandP･K･Stanby,"Onthe'6-equation'forvortexsheetevolution",J･
FluidMech.247,pp.527-549(1993).
[64】P.G.Safman,"VortexDynamics",CambridgeUniversityPress,§8(1992)･
[65】T.SakajoandH.Okamoto,"Numericalcomputationofvortexsheetrol-upinthe
backgroundshearflow",FluidDyn.Res.17,pp.195-212(1996).
[66]T.Sakajo,"AnapplicationofDraghicescu'sfastsummationmethodtovortexsheet
motion",J.Phys.Soc.Japan67,ppA62-470(1998).
[671T.Sakajo,"Interactionsoftwovortexsheets",Adv･Math･Sci･Appl･2,pp･63ト662
(1998).
【68】T.Sakajo,"Numericalcomputationofathree-dimensionalvortexsheeetinaswirl
flow",FluidDyn･Res･28,ppA23-448(2001)･
[69]T･Sakajo,"Formationofcurvaturesingularityalongvortexlineinanaxi-sym etric,
swirlingvortexsheet",Phys.Fluids14,pp.2886-2897(2002).
[70]T･Sakajo,"AnalyticcontinuationoftheBirkhof-Rottequationincomplex-timed0-
main",Euro.∫.Appl.Math.(2003)inpress.
[711T.Sakajo,"Motionofavortexsheetonasphere",Phys･Fluids･16,pp･717-727(2004).
[72]M.I.Sheley,"AstudyofsingularityformationinvortexISheetmotionbyaspectraly
accuratevortexmethod",J･FluidMech･244,pp･493-526(1992)･
[731A.SidiandM.Israeli,"Quadraturemethodsforperiodicsingularandweaklysiヮgular
Ftedholmintegralequations",∫.Sci.Comp･3(2),pp･201-231(1988)･
[74]J･H･BISmith,"Improvedcalculationsofleading-edgeseparationh･omslender,thin,
deltawings",Proc.Roy.Soc.LondonA.306,pp.67-90(1968).
【75]M･Stern,"Theroling-upofavortexsheet",ZAMP7,pp･326-342(1956)･
[76】C･Sulem,PIL･Sulem,C･BardosandU･Fhsch,"Finitetimeanalyticityforthetwoand
threedimensionalKelvin-Helmholtzinstability",Commun.Math.Phys.80,pp.485-516
(1981).
-43-
坂上 貴之
[77】C･Sulem,P･LSulemandH.Fhsch,"Tracingcomplexsingularitieswithspectralmeth-
ods",∫.Comput.Phys.50,pp･138-161(1983).
[78]H･Takami,"Anumericalexperimentwithdiscretevortexapproximationwithrefer-
encetotherolingupofavortexsheet",DepartmentofAeronauticsandAstronoITげ,
StanfordUniversity,reportSUDAER202,(1964).
[79]F.L.Westwater,"Rolingupofthesurfaceofdiscontinuitybehindanaerofoiloffinite
span",AeronauticsResearchCouncilReportsandMemoranda,1962,(1935).
[80]S.Wu,"RecentProgressinMathematicsIAnalysisofVortexSheets",Proc.ICMBeijing
3pp.233-242(2002).
-44-
